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南京⼤学 2023级本科⽣“拔尖计划”计算机科学基地选拔考试 

主观题（数学、算法）部分 
 

考试日期 2023 年 9 月 4 日  考试方式   闭 卷      院系或专业大类                     

学  号               姓  名              成  绩 

 

 

注意：1、主观题总分 100分，答题时间 180分钟，请将解答写在试题后的空白处，要写清过程。

2、如果不会，请直接写“放弃”，每题可得 2分；写伪证误导阅卷老师，得 0分甚至负分。 

 

数学—1（本题满分 20分） 

开始时，黑板上写了 2023个 1. 然后，你可以采取 2022次操作，其中每次操作如下：从黑板上任

意选择两个数𝑎、𝑏，擦去这两个数，把𝑎 + 𝑏或者min	(𝑎!，𝑏!)写在黑板上. 最后黑板上剩下的数

的最大值为𝑟.  

求证：2
!"!#
# < 𝑟 < 3

!"!#
#  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

题 号 数学—1 数学—2 数学—3 数学—4 算法 

得 分      

得分  
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数学—2（本题满分 20分） 

假设𝑓是一个函数，其定义域是所有非 0实数构成的集合，而其函数值也总是实数. 对于任意满足

𝑥𝑦𝑧 = 1的实数𝑥、𝑦、𝑧，总是有𝑓(𝑥)! − 𝑓(𝑦)𝑓(𝑧) = 𝑥(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)5𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) + 𝑓(𝑧)6. 求所有满

足条件的𝑓. 
 

  

得分  
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数学—3（本题满分 20分） 

假设𝑛和𝑘均为大于 3的正整数. 令集合𝑆 = {1,2,⋯ , 𝑛}. 如果定义域、值域均为𝑆的函数𝑓(𝑥)满足：

对于任意𝑥 ≠ 𝑦，必有𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑦)，那么我们就称𝑓(𝑥)为𝑆的一个排列函数. 对于𝑆的一个排列函

数𝑓(𝑥)，任何一个形如?𝑥, 𝑓(𝑥), 𝑓5𝑓(𝑥)6,⋯ @的集合称为它的一个轨道. 而𝑓(𝑥)所拥有的不同轨道

的数量则记作𝑐(𝑓). 例如{1,2,3}上的一个排列函数𝑓(𝑥)使得𝑓(1) = 2, 𝑓(2) = 1, 𝑓(3) = 3，那么

𝑓(𝑥)拥有两个轨道{1, 2}和{3}，所以𝑐(𝑓) = 2. 现在考虑𝑆的𝑘个排列函数𝑓", 𝑓!, ⋯ , 𝑓#，定义它们的

复合函数𝑓(𝑥) = 𝑓" B𝑓!5⋯𝑓#(𝑥)6C.  

求证：𝑐(𝑓") + 𝑐(𝑓!) + ⋯+ 𝑐(𝑓#) ≤ 𝑛(𝑘 − 1) + 𝑐(𝑓) . 
 

  

得分  
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数学— 4（本题满分 20分） 

正整数𝑛恰好一共有𝑘个因子. 这些因子可以按照某种顺序排列为𝑑", 𝑑!, ⋯ , 𝑑#，使得对于𝑖 =

1, 2,⋯ , 𝑘，我们都有：𝑑" + 𝑑! +⋯+ 𝑑$恰好等于某个整数的平方. 求正整数𝑛所有可能的值. 
 

  

得分  
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算法（本题满分 20分） 

考虑 1 亿个点组成的集合𝑆 = ?(𝑥, 𝑦)G𝑥和𝑦均为不超过 1万的正整数@. 函数𝑓以𝑆为定义域，以

{1,2,3}为值域 . 已知 𝑆中存在三点 (𝑥", 𝑦")、(𝑥!, 𝑦!)、(𝑥%, 𝑦%)，满足𝑓(𝑥", 𝑦") = 1, 𝑓(𝑥!, 𝑦!) =

2, 𝑓(𝑥%, 𝑦%) = 3 . 我 们 的 目 标 是 寻 找 三 个 点 (𝑎", 𝑏")、(𝑎!, 𝑏!)、(𝑎%, 𝑏%) ， 满 足

𝑓(𝑎", 𝑏")𝑓(𝑎!, 𝑏!)𝑓(𝑎%, 𝑏%) = 6，并且以(𝑎", 𝑏")、(𝑎!, 𝑏!)、(𝑎%, 𝑏%)为顶点的三角形恰好是直角三

角形. 请设计一个算法：算法的输入为𝑓的 1亿个函数值（因此该算法知道𝑓在任意给定点上的值），

算法的输出是满足以上要求的三个点(𝑎", 𝑏")、(𝑎!, 𝑏!)、(𝑎%, 𝑏%). 假设每次加减乘除或者比较大

小操作都需要 1个单位的时间，你的算法运行的时间不得超过 20亿个单位. 

【注意 1：算法题不是编程题，你不需要使用编程语言，更不需要关心实现上的细节。然而，你

需要让阅卷老师能够理解你的算法。】 

【注意 2：你的算法不准失败，而且输出必须保证满足要求。如果这些不是显然的，那么你应该

予以解释。】 
  

得分  
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