
2022 计算机拔尖选拔—主观题 

总分 80 分，答题时间 150 分钟 
【如果不会，请直接写“放弃”，每题可得 2 分；写伪证误导阅卷老师，得 0 分甚至负分】 

 

【数学-1】【20分】假设𝑛𝑛是一个大于 1的自然数。现在，我们想把𝑛𝑛的所有约数写出来，排成一个圆圈。在这个圆圈中，任何两个相邻的数都必须

恰好只差一个素因子：也就是说，必然存在一个素数 p，使得这两个相邻的数分别等于 x和 px。请问对于什么样的 n，我们能够找到一种满足要求

的写法？证明你的结论。 

 

【数学-1答案】这里的𝑛𝑛必须含有至少两个素因子(也就是说不能是素数的幂)，并且不能是完全平方数。 

 

如果𝑛𝑛是素数的幂，非常容易证明无法满足要求。如果𝑛𝑛是完全平方数，那么我们把𝑛𝑛的每个约数m = 𝑝𝑝1𝑑𝑑1 …𝑝𝑝𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘(这里每个𝑝𝑝𝑖𝑖都是素数)染色：如果

𝑑𝑑1 + ⋯+ 𝑑𝑑𝑘𝑘为偶数，则染白色；如果𝑑𝑑1 +⋯+ 𝑑𝑑𝑘𝑘为奇数，则染黑色。容易发现，在圆圈上相邻的两个数必然不同色，所以圆圈上黑色数和白色数

的总数相等。因此，圆圈上必然有偶数个数，亦即𝑛𝑛有偶数个约数，这与𝑛𝑛是完全平方数相矛盾。 

 

如果𝑛𝑛含有至少两个素因子，并且不是完全平方数，我们使用归纳法来构造一个圆圈。当n = 𝑝𝑝𝑐𝑐𝑞𝑞𝑑𝑑(这里 p和 q都是素数)时，由于 n不是完全平方

数，c和 d中必有一个奇数。不妨设 c为奇数。则圆圈上的排列为: 1,q, 𝑞𝑞2,…, 𝑞𝑞𝑑𝑑, p𝑞𝑞𝑑𝑑, p𝑞𝑞𝑑𝑑−1,…, pq, 𝑝𝑝2q,𝑝𝑝2𝑞𝑞2,…, 𝑝𝑝2𝑞𝑞𝑑𝑑, 𝑝𝑝3𝑞𝑞𝑑𝑑, 𝑝𝑝3𝑞𝑞𝑑𝑑−1,…, 

𝑝𝑝3q,…,…, 𝑝𝑝𝑐𝑐−1q,𝑝𝑝𝑐𝑐−1𝑞𝑞2,…, 𝑝𝑝𝑐𝑐−1𝑞𝑞𝑑𝑑, 𝑝𝑝𝑐𝑐𝑞𝑞𝑑𝑑, 𝑝𝑝𝑐𝑐𝑞𝑞𝑑𝑑−1,…, 𝑝𝑝𝑐𝑐q, 𝑝𝑝𝑐𝑐, 𝑝𝑝𝑐𝑐−1, 𝑝𝑝𝑐𝑐−2,…,p,1。 

 

当 n= 𝑝𝑝1𝑑𝑑1 …𝑝𝑝𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘有 k≥3 个因子，由于 n 不是完全平方数，不妨设𝑑𝑑𝑘𝑘为奇数。我们对 r= 𝑝𝑝1𝑑𝑑1 …𝑝𝑝𝑘𝑘−1𝑑𝑑𝑘𝑘−1使用归纳假设，得到一个包含 r的所有约

数的圆圈。不妨设在这个圆圈上，1 和𝑝𝑝1相邻。用 A表示从 1 开始，遍历圆圈上所有数后回到𝑝𝑝1的序列。用 B表示完全相反顺序的序列。符号𝑝𝑝𝑘𝑘𝐵𝐵
则 表 示 把 𝑝𝑝𝑘𝑘 乘 以 B 中 每 一 个 数 得 到 的 序 列 。 于 是 ， 我 们 为 n 构 造 一 个 新 的 圆 圈 如 下 ： A,  𝑝𝑝𝑘𝑘 B ，

𝑝𝑝𝑘𝑘2𝐴𝐴, 𝑝𝑝𝑘𝑘3𝐵𝐵,…, 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘−1𝐴𝐴, 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘𝐵𝐵, 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘−1,𝑝𝑝𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘−2,…, 𝑝𝑝𝑘𝑘,1。 

 

 

 

 

 

 

 



【数学-2】【20分】假设 f是定义在整数集上的函数，其函数值也都是整数，并且满足 f(x-f(y))=f(f(x))-f(y)-1。又已知 f(1)和 f(2)都不是该

函数的最大值。求所有满足条件的函数 f。 

 

【数学-2答案】 

 

 

 

 



【数学-3】对于正整数 n，我们定义𝑆𝑆𝑛𝑛 = 1! + 2! + ⋯+ 𝑛𝑛!，又定义集合P = {p|p 为素数，并且存在正整数 n 使得𝑝𝑝|𝑆𝑆𝑛𝑛}。求证 P为无限集。 

【数学-3答案】 

 
 

 

 

 

 

 

 



【数学-4】【20 分】在计算机中有一种常用的数据结构叫做数组。一个数组是有顺序的若干个元素组成的序列。例如我们可以定义一个数组 A[0..2022]，
这个数组由 2023 个元素组成：A[0]、A[1]、……、A[2022]。类似地，我们又定义另外一个数组 B[0..2022]，由 2023 个元素组成：B[0]、B[1]、……、
B[2022]。已知这两个数组的所有元素都是整数，并且满足如下条件：对于任何一个 k（0 ≤ k ≤ 2022），数组 A 中恰好有 B[k]个 k，而数组 B 中恰好有 A[k]
个 k。又已知 A[0]<B[0]。求证 A[2020]=1。 
 

【数学-4 答案】由 A 中有 2023 个元素，可知 B 中所有元素之和不超过 2023。同理，A 中所有元素之和也不超过 2023。假设除了 B[0]之外数组 B 中有

b 个非 0 元素，也就是 b=|{𝑘𝑘|𝐵𝐵[𝑘𝑘] ≠ 0,1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 2022}|。我们注意到 

2023 ≥ ∑ 𝐴𝐴[𝑘𝑘]2022
𝑘𝑘=0 ≥ ∑ 𝐵𝐵[𝑘𝑘] ∙ 𝑘𝑘2022

𝑘𝑘=0 = ∑ 𝐵𝐵[𝑘𝑘] ∙ 𝑘𝑘𝐵𝐵[𝑘𝑘]≠0
1≤𝑘𝑘≤2022 ≥ ∑ 𝐵𝐵[𝑘𝑘] ∙ 𝑘𝑘1≤𝑘𝑘≤𝑏𝑏 ≥ ∑ 𝑘𝑘1≤𝑘𝑘≤𝑏𝑏 = 𝑏𝑏(𝑏𝑏+1)

2
≥ 𝑏𝑏2

2
 。 

所以，b ≤ √4046 < 64。可见 B 中至少有 2022-63=1959 个 0，因此A[0] ≥ 1959 ⇒ ∑ 𝐴𝐴[𝑘𝑘]2022
𝑘𝑘=1 ≤ 2023− 1959 = 64。采用与上面类似的技巧得 

64 ≥ ∑ 𝐴𝐴[𝑘𝑘]2022
𝑘𝑘=1 = ∑ 𝐵𝐵[𝑘𝑘] ∙ 𝑘𝑘𝐵𝐵[𝑘𝑘]≠0

1≤𝑘𝑘≤2022，𝑘𝑘≠𝐴𝐴[0]
≥ ∑ 𝐵𝐵[𝑘𝑘] ∙ 𝑘𝑘1≤𝑘𝑘≤𝑏𝑏−1 ≥ ∑ 𝑘𝑘1≤𝑘𝑘≤𝑏𝑏−1 = 𝑏𝑏(𝑏𝑏−1)

2
。 

（上式中第一个等号能成立是因为 A[0]的值在数组 A 中显然只能出现一次。） 重复以上过程多次：  

所以，b ≤ 1+√128×4+1
2

< 12。可见 B 中至少有 2022-11=2011 个 0，因此A[0] ≥ 2011 ⇒ ∑ 𝐴𝐴[𝑘𝑘]2022
𝑘𝑘=1 ≤ 2023 − 2011 = 12。于是 

12 ≥ ∑ 𝐴𝐴[𝑘𝑘]2022
𝑘𝑘=1 ≥ 𝑏𝑏(𝑏𝑏−1)

2
。 

所以，b ≤ 1+√24×4+1
2

< 6。可见 B 中至少有 2022-5=2017 个 0，因此A[0] ≥ 2017 ⇒ ∑ 𝐴𝐴[𝑘𝑘]2022
𝑘𝑘=1 ≤ 2023− 2017 = 6。于是 

6 ≥ ∑ 𝐴𝐴[𝑘𝑘]2022
𝑘𝑘=1 ≥ 𝑏𝑏(𝑏𝑏−1)

2
。 

所以，b ≤ 1+√12×4+1
2

= 4。可见 B 中至少有 2022-4=2018 个 0，因此A[0] ≥ 2018 ⇒ ∑ 𝐴𝐴[𝑘𝑘]2022
𝑘𝑘=1 ≤ 2023− 2018 = 5。于是 

5 ≥ ∑ 𝐴𝐴[𝑘𝑘]2022
𝑘𝑘=1 ≥ 𝑏𝑏(𝑏𝑏−1)

2
。 

所以，b ≤ 1+√10×4+1
2

< 4。可见 B 中至少有 2022-3=2019 个 0，因此A[0] ≥ 2019。由B[0] ≥ A[0] + 1 ⇒ ∑ 𝐵𝐵[𝑘𝑘]2022
𝑘𝑘=1 ≤ 2022 − 𝐴𝐴[0]。倘若 B[1]到 B[2022]

中有大于等于 2 的元素，那么其中非 0 元素的个数将不超过 2021-A[0]，也就是说其中至少有 A[0]+1 个 0---矛盾。因此，B[1]到 B[2022]中只有 0 和

1。下面分情况讨论： 



情况 1：B[0]=2020。此时 A 中有 2020 个 0 和 3 个非 0 元素，后者必然是 A[0]和某两个元素 A[k]、A[j](k>j>0)。因为 A[0]>2018，显然与 A[k]、A[j]都

不等。倘若 A[k]=A[j]，则有 B[A[k]]=2，矛盾。因此 A[k]≠A[j]，于是 B[A[0]]=B[A[k]]=B[A[j]]=1，剩下 2019 个都是 0。于是 A[0]=2019，A[1]=3, A[2020]=1,A

中其它元素均为 0。据此算得 B[1]=1,B[3]=1,B[2019]=1,除了它们以及 B[0]之外的 2019 个 B 元素均为 0。经过验算，此解完全符合题设要求。 

情况 2：B[0]=2021。此时 A 中有 2021 个 0 和 2 个非 0 元素，后者必然是 A[0]和某个 A[k](k>0)。因为 A[0]>2018>A[k]，必然有 B[A[0]]=1,B[A[k]]=1，

B 中剩下 2020 个元素都是 0。这与 B[0]=2021 矛盾。 

情况 3：B[0]=2022。此时 A 中有 2022 个 0 和 1 个非 0 元素，后者必然是 A[0]。于是 A[2022]=0，与 B 中有 2022 矛盾。 

情况 4：B[0]=2023。此时 B[1]到 B[2022]为全 0，从而 A=[2022,0,0,……,0],与 B[0]=2023 矛盾。 

 

 


