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【如果不会，请直接写“放弃”，每题可得 2 分；写伪证误导阅卷老师，得 0 分甚至负分】 

 

【数学-1】【20 分】假设𝑛是一个大于 1的自然数。我们写出𝑛 − 1个分数1/𝑛，2/𝑛,… , (𝑛 − 1)/𝑛, 并且将它们全部化简为最简分数。把这些最简分

数的分子全部加起来，得到的和记为𝑓(𝑛)。对于哪些𝑛来说，𝑓(𝑛)和𝑓(2021𝑛)这两个数中有一个奇数，另外一个则是偶数？请严格证明你的结论。 

 

 

【数学-2】【20 分】8 行 8 列的方格表共有 64 个格子，我们在每个格子里面放一个人。这个人可以是好人，也可以是骗子。每个好人都永远说真

话，而每个骗子则永远说假话。但有趣的是，这 64 个人全都说了同一句话：“我所在的列里面骗子的数量比我所在的行里面要多。”请问共有多少

种不同的放人的方法，使得以上事实能够成立？ 

 

 

【数学-3】【20 分】对任意正整数𝑥，我们分解质因数得到𝑥 = 𝑝!
"!𝑝#

"" …𝑝$
"#。如果𝑘! + 𝑘# +⋯+ 𝑘$是偶数（包括 0），那么我们就说𝑥是平衡的；否

则，𝑥就是不平衡的。现在，考虑正整数𝑎和𝑏，使用它们来定义函数𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑎)(𝑥 + 𝑏)。首先，请证明：存在𝑎 ≠ 𝑏，使得𝑓(1), 𝑓(2),⋯ , 𝑓(99)
都是平衡的。其次，请证明：倘若对于所有正整数𝑥而言，𝑓(𝑥)都是平衡的，则一定有𝑎 = 𝑏。 

 

 

【数学-4】【20 分】假设𝑁是一个不小于 4的整数。某个游戏有2𝑁个参与者（包括𝑁个人类和𝑁个机器人），他们排成一个圆圈。定义两个机器人之

间的朋友关系如下：（1）如果两个机器人之间只有不超过 1个参与者，那么这两个机器人是朋友。（2）如果两个机器人之间恰有 2个参与者，并且

在他们之间的 2个参与者中至少有 1个是人类，那么我们也认为这两个机器人是朋友。（3）除了以上两种情况之外，任意两个机器人都不是朋友。

求证：一定能找到𝑁对机器人，彼此互为朋友。 

 
 


